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概要
本稿では, 箙 Hecke代数の有限次元加群圏から量子アフィン代数のある加群圏 (Hernandez-

Leclerc圏) への関手である一般化量子アフィン Schur-Weyl双対性関手が, これらの圏の間の同
値を与える, という著者の最近の結果 [Nao21] と, その証明の概略について紹介する.

1 主定理の主張

1.1 量子アフィン代数に関する記号の準備
gをアフィン Lie代数 (非捩れ型 (nontwisted type) でも捩れ型 (twisted type) でもよい), P を g

のウェイト格子, δ ∈ P を虚ルートの生成元とし, Pcl = P/Zδ とおく. g の添え字集合を I とし,
I0 = I \ {0}を有限型部分 Lie代数 g0に対応する I の部分集合とする1）. P0を g0のウェイト格子と
し, ϖi (i ∈ I0)を g0 の基本ウェイトとする. 以下 P0 の元をレベル 0として, 自然に P0 を P の部分
格子とみなす.

k = C(q)とし, U ′
q(g) = ⟨ei, fi, qh | i ∈ I, h ∈ P ∨

cl = Hom(Pcl,Z)⟩を k上の（次数作用素のない）量
子アフィン代数 (quantum affine algebra) とする (定義は [Kas02]等参照). 可積分2）な有限次元
U ′

q(g)加群のなす圏を C と表す. 各 i ∈ I0 に対し, (Uq(g0)に制限したとき適切な意味で) 最高ウェ
イトがϖiであるような C の単純対象は k∗でパラメトライズされることが知られている. これらの
加群を以下 L(ϖi,a) (i ∈ I0, a ∈ k∗)と表す3）.
有限次元単純 U ′

q(g)加群M に対しそのアフィン化 (affinization) Maff = M ⊗k k[z±1]を, ei, fi

をそれぞれ ei ⊗ zδ0i , fi ⊗ z−δ0i と作用させることで定義する. また i ∈ I0 と a ∈ k∗ に対し,

Ŵi,a = L(ϖi,a)aff ⊗k[z±1] kJwK
とする. ここで k[z±1]は完備環 kJwKに z = 1 + wで作用する. Ŵi,a も自然に U ′

q(g)加群となる.

1） ラベル付けは A
(2)
2n 以外では [Kac90]に従い, A

(2)
2n では [Kac90]と逆のラベル付けとする.

2） ウェイト空間分解を持ち, ei, fi たちが局所冪零に作用する加群のこと.
3） 記号は基本的に原論文 [Nao21]に合わせた. 記号ϖi,a の正確な意味は, そちらをご参照いただきたい.
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1.2 箙 Hecke代数と一般化量子アフィン Schur-Weyl双対性関手
アフィン Lie代数 gに対し, 対応する有限次元単純 Lie代数 gを以下で定める.

g A
(1)
n D

(1)
n E

(1)
n B

(1)
n C

(1)
n F

(1)
4 G

(1)
2 X

(t)
n (t ∈ {2, 3})

g An Dn En A2n−1 Dn+1 E6 D4 Xn

J を gの添え字集合4）, αg
ı (ı ∈ J)を単純ルート, Qg を gのルート格子, Q+

g =
∑

ı Z≥0αg
ı をその正錐

(positive cone) とし, β ∈ Q+
g に対し

Jβ = {(ı1, . . . , ım) ∈ Jm | αg
ı1

+ · · · + αg
ım

= β}

と定める (ここでmは β の高さを表す). 各 β ∈ Q+
g に対し,

R(β) = ⟨e(ı), xk, τl | ı ∈ Jβ , 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l < m⟩

で gに付随する β における箙Hecke代数 (quiver Hecke algebra) を表す (定義は [KKK15]等参
照). 以下 xk たちが冪零で作用する有限次元 R(β)加群のなす圏を, R(β)-mod0

fd と表す.
ϕ : J → I0 × Zを固定し, β ∈ Qg

+ に対し

Ŵ ⊗β =
⊕

(ı1,...,ım)∈Jβ

Ŵϕ(ı1)⊗̂ · · · ⊗̂Ŵϕ(ım)

と定める (⊗̂はテンソル積の完備化を表す). このとき適切な ϕをとると, 各 β ∈ Qg
+ に対し Ŵ ⊗β

に R(β) の右作用を定めることができ, これにより Ŵ ⊗β は (U ′
q(g), R(β)) 双加群となる. そこで

M ∈ R(β)-mod0
fdに Fβ(M) = Ŵ ⊗β ⊗R(β) M を対応させることで, 関手 Fβ : R(β)-mod0

fd → C が各 β

ごとに得られる. 以下 F =
⊕

β∈Qg
+

Fβ :
⊕

β R(β)-mod0
fd → C と表す. これは Kang-Kashiwara-Kim

[KKK18] において導入された一般化量子アフィン Schur-Weyl 双対性関手 (generalized
quantum affine Schur-Weyl duality functor) の特別な場合である.
注意 1.1. ϕの具体的な定め方は, gが非捩れADE型の場合は [HL15, KKK15],捩れ型は [KKKO16],
B

(1)
n , C

(1)
n 型は [KO19], F

(1)
4 , G

(1)
2 型は [OS19]によって与えられた. また Q-datumと呼ばれる組合

せ論的対象を用いることで, 型によらない統一的な ϕの定め方も [FO21]により得られている.
F(M) (M ∈

⊕
β R(β)-mod0

fd)をすべて含み, テンソル積, 拡大, 部分商を取る操作で閉じた最小
の C の部分圏を CQ と表し5）Hernandez-Leclerc圏と呼ぶ. 以下の定理 (i), (ii)は [KKK18], (iii)
は [KKK15] (非捩れ ADE 型), [KKKO16] (捩れ型), [KO19] (B(1)

n , C
(1)
n 型), [OS19] (F (1)

4 , G
(1)
2 型)

による.

4） 以下 I の元と J の元を区別するため, しばしば I の元を i, j, J の元を ı, ȷなどと表す.
5） このQは, Q-datumを表す.
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定理 1.2. (i) 関手 F はそれぞれの自然なモノイド圏構造に関し, モノイド関手となる.
(ii) 関手 F は完全である.
(iii) 関手 F は⊕

β R(β)-mod0
fd と CQ の単純対象の同型類の間の全単射を誘導する.

定理 1.2は, 二つのモノイド圏⊕
β R(β)-mod0

fd と C がよく似ていることを示唆している (例えば
二つの圏の Grothendieck環は同型である). そこでさらに強く, これらはモノイド圏として同値で
あることを期待することは自然であろう. この同値性は非捩れ ADE 型の場合に藤田 [Fuj17]によ
り示された. さらにこれを一般の gで示した, というのが [Nao21]の主結果である. 改めて定理の形
で述べると, 以下のようになる.
定理 1.3 ([Fuj17], [Nao21]). 関手 F :

⊕
β R(β)-mod0

fd → CQ はモノイド圏の同値を与える.

2 定理 1.3の証明の概略

主定理を述べる前に, 一つ重要なポイントを述べておく. 圏同値を示すための道具としてホモロ
ジー代数の理論が考えられるが, これらの理論を適用するためには R(β)-mod0

fd や CQ は “小さすぎ
る”6）. そこでこれらをより大きな圏に取り換えることが肝要である. その際 R(β)-mod0

fd について
は, 次のような非常に良い代替物が知られている. R(β)は次数付き代数となることは有名な事実で
ある. そこでその次数に沿って完備化して得られる環

R̂(β) =
∏
n∈Z

R(β)n

をとり, その有限生成加群圏 R̂(β)-modfg を考えるのである. このとき R(β)-mod0
fd は, R̂(β)-modfg

の充満部分圏である有限次元 R̂(β) 加群圏 R̂(β)-modfd と自然に同一視される. さらに Ŵ ⊗β は
(U ′

q(g), R̂(β))双加群へと持ち上がり, このことから F も R̂(β)-modfg から U ′
q(g)の加群圏への関手

に持ち上げることができるのである. 一方で CQ については, このような良い代替物をどのように
とるか, というのは簡単な問題ではなく, ここが定理の証明の重要なポイントとなる (ちなみに後に
述べる Eβ-modfg が, ちょうどこの代替物にあたる).
以下定理 1.3の証明の概略を述べる. まず量子アフィン代数の有限次元表現論より次が示せる.

補題 2.1 ([Nao21, Lemma 5.2.6, Theorem 5.3.3 (i)]). CQはブロック分解 CQ =
⊕

β∈Qg
+

CQ,β を持ち,
各 Fβ (β ∈ Qg

+) は R̂(β)-modfd から CQ,β への関手を誘導する.
この補題により, 各 β ごとに Fβ が同値であることを示せば十分である. 以下 β ∈ Qg

+ を固定し,
代数 Eβ を

Eβ = End
R̂(β)opp(Ŵ ⊗β)

と定める. このとき Ŵ ⊗β が (U ′
q(g), R̂(β))双加群であったことから, 自然な代数射 Φβ : U ′

q(g) → Eβ

が存在するとともに, Fβ を R̂(β)-modfgから Eβ-modfgへの関手とみなすことができる. 本章の初め
に述べたように, CQ,β を Eβ-modfg に取り換える, というのが重要なポイントである.

6） 例えばこれらの圏は充分射影的 (enough projective) ではなく, 射影分解 (projective resolution) を持たない.
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このとき定理 1.3を示すには, 以下の命題を示せば十分である (もともとの Fβ は以下の命題では
Φ∗

β ◦ Fβ に一致することに注意).
命題 2.2. (i) 引き戻し関手 Φ∗

β は有限次元 Eβ 加群の圏 Eβ-modfd と CQ,β の圏同値を与える.
(ii) Fβ : R̂(β)-modfg → Eβ-modfg は圏の同値を与える.
命題 2.2 (i) の証明の概略は以下のとおりである. まず有限次元 Eβ 加群を Φβ で引き戻すと

CQ,β の対象となることはすぐ分かる. 次に, Eβ は完備局所環 kJz1, . . . , zpK (pは適当な正整数)と
同型な中心 Ŝβ = Z(Eβ) を持ち, さらに Ŝ+

β をその極大イデアルとするとき, 任意の m ∈ Z>0 に
対し Eβ/

(
S+

β

)m は有限次元となる. そこで本質的全射性 (essentially surjectivity) を示すには, 代
数射 Φβ が稠密である, すなわち任意の m ∈ Z>0 に対し Φm

β : U ′
q(g) → Eβ/

(
S+

β

)m が全射となるこ
とを示せば十分である. 一方充満忠実性 (fully faithfulness)を示すには, 任意のM ∈ CQ,β に対し
m ∈ Z>0 が存在して (ker Φm

β )M = 0となることを示せばよい. このように命題の証明は, 代数射
Φβ の像や核の性質に帰着される. これらの性質はそれぞれの代数のアフィン準遺伝代数 (affine
quasihereditary algebra) 構造を用いて示される (詳細は割愛する).
次に命題 2.2 (ii)の証明の概略について述べる. まず以下の事実が, [Kat14, BKM14]と [Fuj18]の
結果を組み合わせることで得られる.
命題 2.3. R̂-modfg はアフィン最高ウェイト圏 (affine highest weight category)の構造を持つ.
アフィン最高ウェイト圏は, 各単純対象 L(λ) に対応する標準加群 (standard module) ∆(λ)
や真余標準加群 (proper costandard module) ∇(λ) が存在し, 適切な性質を満たす圏である (正
確な定義は, [Kle15, Fuj18]等を参照). さらに [Fuj18, Theorem 3.9]により, 二つの (適切な条件を満
たす) アフィン最高ウェイト圏の間の完全関手が標準加群と真余標準加群を保つとき, その関手が
同値を与えることが知られている. よって命題 2.2 (ii)の証明は以下に帰着されることになる (この
命題の証明については, 割愛する).
命題 2.4. Eβ-modfg はアフィン最高ウェイト圏であり, Fβ : R̂(β)-modfg → Eβ-modfg はそれぞれの
標準加群と真余標準加群を保つ.
注意 2.5. 先行研究 [Fuj17]では非捩れ ADE 型の場合に, Eβ ではなく対応する箙多様体の同変 K
群 (の完備化) K̂G(Z•)に上と同様の議論を適用することで, Fβ : R̂(β)-modfg → Eβ-modfg 定理 1.3
を示した. K̂G(Z•)の代わりに Eβ を用いることで, 幾何的な議論を回避し一般の gで同様な議論が
可能となる, ということを見出した点が [Nao21]のアイデアの最も本質的な部分である.
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